ZBIORY LICZBOWE
Zbior liczbowy to zbior, ktorego elementami sq liczby.

ZBIOR LICZB NATURALNYCH N

N={,1,2, 3,...}

W zbiorze liczb naturalnych najmniejszq liczbq jest 0. Nastepne liczby powstaja przez
dodanie 1 do poprzedniej.

W zbiorze liczb naturalnych nie ma liczby najwiekszej - zbior jest nieskonczony.

ZBIOR LICZB CALKOWITYCH Z (czesto oznacza sie liczby catkowite literq C)
z={...,-3,-2,-10,1,223, ..}

Liczby catkowite to liczby naturalne i do nich przeciwne.

Zbior liczb catkowitych jest zbiorem nieskoficzonym - nie ma elementu najmniejszego, ani
najwiekszego.

ZBIOR LICZB WYMIERNYCH Q (zbiér liczb wymiernych oznacza sie rowniez literq W)
Kazdq liczbe wymiernq mozna przedstawi¢ w postaci utamka dziesietnego skonczonego lub
rozwiniecia dziesietnego nieskonczonego okresowego:

f}

4, gdzie p jest liczbq catkowitq, q liczbq catkowitq réznq od zera.

Rozwiniecie dziesietne liczby, otrzymuje sie przez podzielenie p przez q, np.:
2 4

510 - rozwiniecie dziesietne skonczone

2

= =0,666666...=0,(6) . .

3 - rozwiniecie dziesietne nieskonczone, okresowe (liczba 6 jest
okresem rozwiniecia)

ZAMIANA ULAMKA DZIESIETNEGO NIESKONCZONEGO OKRESOWEGO
NA ULAMEK ZWYKLY

Przyktad:

Mamy przedstawi¢ utamek 0, 33333... = 0,(3), w postaci utamka
zwyktego.

Przyjmijmy: a = 0,3333... i pomnoézmy obie strony rownania przez 10
(okresem utamka jest jedna liczba - 3).

Otrzymamy: 10a = 3,333..., a wiec 10a =3 + 0,333...,, czyli10a =3 +

a.

Obliczamy a z danego réwnania: 10a-a=3,to9a =3
3 1

Ostatecznie mamy: 9 3

Jezeli okresem utamka beda 2 liczby, np.; 0,2727... = 0,27,

postepujemy bardzo podobnie jak w powyzszym przyktadzie, jedynie

obie strony réwnania bedziemy mnozy¢ przez 100:

a=0,2727..., a wiec po pomnozeniu przez 100, otrzymujemy: 100a =

27, 27...

czyli 100a = 27 + 0,27... -
I

100a = 27 + a. Wyznaczajac a z rownania otrzymujemy: “ 99

W przypadku kiedy okresem utamka beda 3, 4, ... itd. liczby,

3
11
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postepujemy podobnie, mnozac obie strony rownania odpowiednio
przez 1000, 10000, ...itd

ZBIOR LICZB NIEWYMIERNYCH NW

liczbq niewymierna nazywamy te liczbe, ktora nie jest liczbq wymiernq, a wiec nie da
sie przedstawi¢ w postaci ilorazu liczb p i q.

Rozwiniecie dziesietne liczby niewymiernej jest nieskoficzone i nieokresowe.

Do liczb niewymiernych zaliczamy np.: V2, liczbe pi

ZBIOR LICZB RZECZYWISTYCH R

Zbior liczb rzeczywistych to zbior liczb, ktore mozemy zapisaé za pomocq rozwiniecia
dziesietnego skonczonego lub nieskonczonego.

Do zbioru liczb rzeczywistych zaliczamy wszystkie omoéwione wczesniej zbiory liczb, a
wiec zbior liczb: naturalnych, catkowitych, wymiernych i niewymiernych - sq one
podzbiorami zbioru R.

PRZEDZIALY LICZBOWE

PRZEDZIALY OGRANICZONE

przedziat otwarty (a, b) - do przedziatu nalezq wszystkie liczby lezqca na osi
liczbowej miedzy liczbami a i b, bez tych liczb.

przedziat obustronnie domkniety [a, b] - do przedziatu nalezq wszystkie liczby lezqca

na osi liczbowej miedzy liczbami a i b, wtacznie z tymi liczbami:
(ab)={r € R:a <z <b)

przedziat lewostronnie domkniety [a, b) - do przedziatu nalezq wszystkie liczby lezqca

na osi liczbowej miedzy liczbami a i b, wtqcznie z liczbq a, bez liczby b:
(a;b)={r€R:a<zx <b}

A e e g e e i e e e e i

a [1
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przedziat prawostronnie domkniety (a, b] - do przedziatu nalezq wszystkie liczby

lezaca na osi liczbowej miedzy liczbami a i b, wtqcznie z liczbq b, bez liczby a:
(a;b) ={r€R:a <z <b}

4 b

PRZEDZIALY NIEOGRANICZONE

Przedziat lewostronnie otwarty Przedziat prawostronnie otwarty
i prawostronnie nieograniczony i lewostronnie nieograniczony
(a;+o00) ={z€ R:x >a) (- a)={xecR:x <a}
= -
f’

777 227

a &
Przedziat lewostronnie domkniety Przedziat prawostronnie domkniety
i prawostronnie nieograniczony i lewostronnie nieograniczony
(a;+x) =]z € R:z >a} (-2 a3={x e R:x = a}

-
877/ 17770
/I -
a
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DZIALANIA I PRAWA DZIAtAN

a+0=a
O - element neutralny dodawania
a+b=c
DODAWANIE | liczby a i b - sktadniki prawo przemienno$ci dodawania:
SUMA sumy a+b=b+a
¢ - wartos¢ sumy
prawo tqcznosci dodawania:
(a@a+b)+c=a+(b+c)
a-b=c a-b=a+(-b)
ODEJMOWANIE a - odjemna a-boc<ss>a=he+c
ROZNICA c -bw;r::gznr\'?z!(nic Odejmowanie jest dziataniem odwrotnym
Y do dodawania
a*1l=a
1 - element neutralny mnozenia
prawo przemiennosSci mnozenia:
. a*b=c a*b=b*a
MNOZENIE liczby a i b -_ czynniki
ILOCZYN - Zmar'roﬁc' iIoc); nu prawo tqcznoSci mnozenia:
4 (@*b)*c=a* (b *c)
prawo rozdzielnoSci mnozenia wzgledem
dodawania:
a*b+c)=a*b+a*c
a:b=a*(1/b), gdzie b rézne od 0
a:b=c¢ iezeli b rés do
DZIELENIE a - dzielna J?z: l_ rf_z?i 0 _ BIO
ILORAZ b - dzielnik arbEex==ra=brc

¢ - wartosé ilorazu

Dzielenie jest dziataniem odwrotnym do
mnozenia.
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CECHY PODZIELNOSCI LICZB

LICZBY PIERWSZE - to takie liczby naturalne, ktére maja tylko dwa dzielniki: 1 i
samgq siebie.

LICZBY ZtOZONE - to takie liczby naturalne, ktére maja wiecej niz dwa dzielniki.

NAJWIEKSZY WSPOLNY DZIELNIK pary liczb naturalnych a i b - NWD(a, b), to
najwieksza liczba naturalna przez ktérq dzieli sie bez reszty zaréwno a jak i b.

NATMNIEJSZA WSPOLNA WIELOKROTNOSE pary liczb naturalnych a i b -
NWW(a, b), to najmniejsza liczbe naturalna przez ktérq dzieli sie bez reszty zaréwno
ajakib.

LICZBY WZGLEDNIE PIERWSZE, to liczby naturalne, dla ktérych najwiekszym
wspolnym dzielnikiem jest liczba 1 (NWD(a, b)=1).

Liczba naturalna jest podzielna przez:

gdy jej ostatniq cyfrq jest O, 2, 4, 6, 8 (inaczej: gdy jest liczbq parzystq)
gdy suma jej cyfr dzieli sie przez 3

gdy liczba, wyrazona dwiema ostatnimi cyframi, dzieli sie przez 4

gdy jej ostatniq cyfrq jest O albo 5

gdy dzieli sie przez 2 i przez 3

gdy réznica miedzy liczbq wyrazong kolejnymi trzema ostatnimi cyframi danej liczby,
a liczbq wyrazong pozostatymi cyframi tej liczby dzieli sie przez 7

gdy liczba wyrazona trzema ostatnimi jej cyframi dzieli sie przez 8

W 0 N o0 | bdh wWN

gdy suma jej cyfr dzieli sie przez 9
10 gdy ostatnia jej cyfrq jest O

gdy réznica sumy jej cyfr stojacych na miejscach parzystych i sumy cyfr stojacych na
miejscach nieparzystych, dzieli sie przez 11
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POTEGI I PIERWIASTKI

POTEGA liczby rzeczywistej o wyktadniku naturalnym n (n wieksze lub réwne 1)
nazywamy iloczyn n jednakowych czynnikéw:

Jezeli a jest rézne od zerain =0, toa’® = 1
Jezeli a jest dowolnq liczbq rzeczywistq i n = 1, to al = a

a"=b

gdzie: a" - n- ta potega liczby a (czytamy a do potegi n)
n - wyktadnik potegi

a - podstawa potegi

b - warto$é¢ potegowania

Jezeli wyktadnik potegi n = 2, to czytamy kwadrat liczby a, np.: 4%
liczby 4 wynosi 16)

Jezeli wyktadnik potegi n = 3, to czytamy szeician liczby a, np.: 23
liczby 2 wynosi 8)

16 (kwadrat

8 (szescian

Potega liczby o wyktadniku Potega liczby o wyktadniku Potega liczby o wyktadniku
catkowitym ujemnym wymiernym dodatnim wymiernym ujemnym
a nalezy do zbioru R oprécz O, a nalezy do zbioru R™ razem z 0, a nalezy do zbioru R,
n do zbioru N* m do zbioru N* m do zbioru N*
n do zbioru N* oprécz 1 n do zbioru N* oprécz 1
a—:’? = L i m 1
5‘” 5!-'-' = nam E_F =
M
= 5 =553 571258 = 2.5 =1
przyktad: 3 3 3 9 przyktad: ' -5
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Dziatania na potegach

Podstawy poteg a i b nalezg do zbioru liczb rzeczywistych, a wyktadniki poteg m i n do
zbioru liczb catkowitych

iloczyn poteg

iloraz poteg . potega ilorazu :
° ;Z;:f:;'::: h o tych samych podstawach potega iloczynu poTega potegi
BT = g R En_a’_“dla my® __ _men

m n m+n a’m:an=f1m_ndla.m}ﬂﬁf1?éﬂ [rl h] =a"-b (h) _hn h?éﬂ [4‘1 ] =a

PIERWIASTKIEM stopnia n liczby nieujemnej a, nazywamy takq liczbe nieujemnq b,
ktéra podniesiona do potegi n daje a:

Va=b <= " =a, gddea>0.b>0,ne N.n > 2
n - stopien pierwiastka

a - liczba podpierwiastkowa
b - pierwiastek n-tego stopnia z liczby a (wartosé pierwiastkowania)

Nie okresla sie pierwiastkéow liczb ujemnych.

Przyktad: V16 =4, bo 4% = 16
V125 =5, bo 5° = 125

Dziatania na pierwiastkach

Liczby podpierwiastkowe a i b sg dodatnie (mogg by¢ 0), a stopnie m i n
pierwiastka sg liczbami naturalnymi opréocz 0 i 1.

b nie moze by¢ réwne O

T'
Gy

o

oz - (fzy a-¥b= Van b (va)" =a
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PROCENTY

Jeden procent (1%) pewnej liczby a (lub innej wielkosci), nazywamy setnq
czes¢ tej liczby (wielkosci) i oznaczamy 1% a

1%a jest réwne — - a p%a jest réwne P -a

100 100

Aby liczbe zamieni¢ na procent, nalezy te liczbe pomnozyé przez 100 i dopisaé symbol
%, np.:

0,25 . 100% = 25%

2 . 100% = 200%

Aby procent zamieni¢ na liczbe, nalezy liczbe wyrazajqcq procent pomnozyé przez
0,01 (podzieli¢ przez 100)np.:

12% =12 : 100 = 0,12

250% = 250 : 100 = 2,5

Aby obliczy¢ procent danej liczby nalezy pomnozy¢ te liczbe przez dany procent, np.:
5% liczby 300, to 5% . 300 = 0,05 . 300 = 15
25% liczby 1000, to 25% . 1000 = 0,25 . 1000 = 250

Aby obliczyé liczbe z danego jej procentu, nalezy podzieli¢ te liczbe przez dany
procent. 5% pewnej liczby wynosi 40, to 40 : 5% = 40 : 0,05 = 800
20% pewnej liczby wynosi 6, to 6 : 20% = 6 : 0,20 = 30

Aby obliczyé jakim procentem jednej liczby jest druga liczba, nalezy drugq liczbe
podzieli¢ przez pierwszq i otrzymany iloraz wyrazi¢ w procentach, np.:

Jakim procentem liczby 10 jest liczba 2? (2 : 10) . 100% = 20%

Jakim procentem liczby 200 jest liczba 4? (5 : 200) . 100% = 2%

OBLICZANIE ODSETEK

Dla tatwego zapamietania wzoru na obliczanie odsetek od kapitatu, zapamietaj "kapelusz
na stole".

"ka" - "pe" - "el" na sto:

k - kapitat

p - procent od kapitatu

| - lata (czas ztozenia pieniedzy w banku lub dtugosé kredytu)

d - odsetki od kapitatu

i kepl
100
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PROCENT SKtADANY to sposob oprocentowania wktadu pienieznego K, polegajacy na
doliczaniu rocznego dochodu w postaci odsetek do wktadu, ktory procentuje wraz z
wktadem w nastepnym roku.

o !
Koo KAl e P
A o

gdzie: K - wysokosé kredytu do sptaty
K, - otrzymany kredyt

p - oprocentowanie

n - liczba lat sptaty

k - liczba kapitalizacji w roku

CIEKAWE LICZBY

LUDOLFINA - liczba pi - TT

Nazwa "ludolfina" pochodzi od imienia matematyka holenderskiego Ludolfa van Ceulena, ktéry w
1610 roku obliczyt wartos¢ liczby pi z doktadnoscig do 35 cyfr po przecinku.
n=3,1415926535897932384626433832795028

Symbol liczby po raz pierwszy zostat uzyty w 1706 roku przez matematyka angielskiego Wiliama
Jonesa, ale powszechnie zaczat by¢ uzywany dopiero w potowie XVIII wieku po wydaniu przez
L.Eulera "Analizy".

Pierwsze oszacowania liczby wprowadzili Babiloriczycy okoto 2000 p.n.e., przyjmujac jej wartos¢
rowna 3.

Liczba mt jest liczbg niewymierng, okreslajgcy stosunek dtugosci okregu do dtugosci jego Srednicy.

W celu zapamietania pierwszych cyfr rozwiniecia dziesietnego liczb, wystarczy poznaé jeden z wielu
powstatych wierszy. Liczac litery w poszczegdlnych wyrazach otrzymujemy kolejne cyfry m.
Najbardziej znany jest wiersz Kazimierza Cwojdzinskiego:

Ku¢ i ora¢ w dzien zawziecie,

bo plonéw niema bez trudu.
Ztocisty szczescia okrecie kotyszesz...
Kué. My nie czekajmy cudu.

Robota. To potega ludu.

LICZBY BLIZNIACZE

Dwie liczby pierwsze, ktérych réinica wynosi 2, to liczby blizniacze.
Przyktadami par liczb blizniaczych sq: 3i5, 5i7, 11i 13, 17 i 19.

LICZBY PALINDROMICZNE
Liczbe naturalnq, ktorq czyta sie tak samo od poczatku i od konca nazywamy

palindromem.
Przyktady liczb palindromicznych: 66, 323, 494, 30703, 5139315...
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LICZBY LUSTRZANE

To takie dwie liczby, ktore sq lustrzanym odbiciem, np.: 98 i 89, 123 i 321, 1245 i
5421...

Jezeli napiszemy dowolnq liczbe i jej lustrzane odbicie, to tak otrzymana liczba jest
podzielna przez 11, np.: liczba 12 i 21 to 1221 : 11 = 192.
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